
Matrizes são nossas amigas

Seleção e Variação em 
múltiplas dimensões



Equação de Price



Abstraindo os elementos fundamentais, sem simplificar

Modelos a partir de primeiros princípios

• Em vez de começar de simplificações, podemos nos 
perguntar quais são os princípios fundamentais que 
caracterizam os sistemas que estamos estudando. 

• A partir desses princípios fundamentais, tentar encontrar 
quais são as consequências matemáticas que derivam 
desses princípios. 

• É isso que George Price fez em 1970, quando ele deduziu 
pela primeira vez a equação de Price.

Price, G. R. Selection and covariance. 
Nature 227, 520–521 (1970).  



Equação de Price
Mudança evolutiva em z

Δz =
1
W [Cov(W, zo) + δT]

•  = Fenótipo 

•  = Fenótipo entre os descendentes 

•  = mudança no fenótipo médio 
entre gerações 

•  = Diferença entre a média fenótipo 
dos descendente e dos ancestrais 

•  = número de descendentes, a 
aptidão 

•  = aptidão média
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⋯ zN

zN + δN,wN⋯

 Mudança no fenótipo devido a sobrevivência 
e reprodução diferencial. Engloba tanto 
seleção natural quanto deriva genética e 
recombinação. 

Mudança no fenótipo devido ao processo 
reprodutivo
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Vamos tentar escrever genericamente a relação entre o fenótipo de duas gerações

Evolução é mudança

• N = tamanho populacional 

•  = Fenótipo do indivíduo  (  de 1 até N) 

•  = Média do fenótipo na população 

•  = Diferença entre o fenótipo do descendente  

do indivíduo  e  

•  = Diferença média entre o fenótipo dos 

descendente do indivíduo  e seu fenótipo 

•  = número de descendentes do indivíduo  

•  = número médio de descendentes por 
indivíduo
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Simplificações
z′￼ =
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j=1 (zi + δi,j)
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Média:
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Variância:

Cov(x, y) =
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Co-variância:

Queremos a mudança em z
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Simplificações
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Cov(x, y) = E(xy) − E(x)E(y)

Média e covariância:
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Queremos a mudança em z

• N = tamanho populacional 
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Simplificações
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Simplificações
Queremos a mudança em z

E(xy) = Cov(x, y) + x ⋅ y
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Simplificações
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O Teorema de Price
Mudança evolutiva em z

Δz = z′￼− z =
1
W [Cov(W, z) + E(Wδ)]
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O Teorema de Price
Mudança evolutiva em z

Δz =
1
W [Cov(W, z) + E(Wδ)]

•  = Fenótipo  

•  = mudança no fenótipo médio 
entre gerações 

•  = Diferença média entre o fenótipo 
dos descendente e do ancestral 

•  = número de descendentes, a 
aptidão 

•  = aptidão média
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⋯ zN

zN + δN,wN⋯

 Mudança no fenótipo devido a sobrevivência 
e reprodução diferencial. Engloba tanto 
seleção natural quanto deriva genética. 

Mudança no fenótipo devido a processos 
relacionados à reprodução, como 
recombinação, regressão à média, ou seleção 
em níveis mais baixos de organização.
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Covariação genética e evolução



A equação de resposta à seleção

Efeitos evolutivos da covariação genética

• Em 1979, Lande deriva a equação de resposta à 
seleção multivariada, que relaciona seleção natural, 
covariação genética e covariação fenotípica no 
processo de mudança evolutiva:

Russel Lande

Δz = GP−1S

Δz = Gβ



Efeito da covariação na resposta evolutiva

• https://damelo.shinyapps.io/eq-de-lande/
Δz = Gβ

[Δz̄1
Δz̄2] = [G11 G12

G21 G22] [β1

β2]
Resposta à seleção. 
Mudança na média 

entre gerações

Herança. 
Covariância entre 

pais e filhos

Seleção. 
Regressão entre 

fenótipo dos pais e 
aptidão dos pais.

https://damelo.shinyapps.io/eq-de-lande/


Seleção



Visualizando a aptidão de diferentes fenótipos

Superfície adaptativa

Sewall Wright (1889–1988)
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Superfície adaptativa

Alguns picos tem vales tão 
grandes entre eles que são 
difíceis de encontrar

Quando uma espécie 
encontra um pico longe o 
suficiente, nós chamamos 
ela de uma nova espécie.

Indivíduos mudam 
ao longo do tempo

População de uma 
espécie agrupada 
tem um pico.

Os indivíduos com 
aptidão baixa acabam 
desaparecendo.
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https://damelo.shinyapps.io/superficie-adaptativa/

Modularidade e a resposta

Trait 1

Tr
ai

t 2

Δz

Covariação alta, 
mesmo módulo

Trait 1
Tr

ai
t 2

Δz

Covariação baixa, 
módulos diferentes

https://damelo.shinyapps.io/superficie-adaptativa/


Seleção não-linear

● Diferenciais e gradientes de seleção são 
informativos em relação à mudanças na 
média dos caracteres 

● Mas seleção também pode alterar os 
padrões de variação e covariação 

● Esse componentes de seleção são os 
componentes não lineares 

● Relacionados à curvatura da superfície de 
seleção

Teorema de Price



Seleção linear



Seleção linear



Seleção linear



Seleção não-linear



Seleção estabilizadoraSeleção disruptiva

Seleção não-linear



Seleção estabilizadoraSeleção disruptiva

Seleção não-linear

w = μ + βz +
1
2

γ(z − z̄)2



Seleção estabilizadoraSeleção disruptiva

Seleção não-linear



Superficie de fitness não-linear



Matriz 𝛄



Estabilizadora e estabilizadora



Estabilizadora correlacionada 



Disruptiva e disruptiva 
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Estabilizadora e disruptiva


